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SÉRIES DE POINCARÉ MOTIVIQUES D'UN GERME
D'HYPERSURFACE IRRÉDUCTIBLE QUASI-ORDINAIRE
GUILLAUME ROND
Résumé. Nous donnons ii une desription ombinatoire, faisant intervenir
les exposants aratéristiques de la singularité, des ars tronqués traés sur un
germe irrédutible d'hypersurfae quasi-ordinaire. Cela nous permet d'obtenir
une expression indutive des séries de Poinaré de e type de singularité.
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1. Séries de Poinaré motiviques
Soit (X, 0) un germe de variété analytique sur un orps k de aratéristique
nulle. Soit p un entier naturel. Nous dénissons l'espae des jets d'ordre p, noté
Xp, omme étant la variété algébrique sur k dont les points K-rationnels, pour
toute extension de orps K de k, sont les K[t]/tp+1-points de (X, 0). C'est-à-dire
que nous avons Xp = {ϕ : Spe k[[t]]/tp+1 −→ (X, 0)}. Dans le as partiulier
où (X, 0) est un germe de variété analytique dénie par les équations fi(x) = 0,
pour i = 1, ..., r et x = (x1, ..., xs), alors Xp est la variété ane dénie par les
équations en les variables xj,k pour k = 1, ..., p et j = 1, ..., s, provenant du fait
que fi(xj,1t+ · · ·+ xj,ptp) = 0 mod tp+1 pour tout i.
La limite projetive de es variétés, appelée espae des ars sur X , est notée X∞
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et n'est en général pas de type ni sur k.
Nous avons les morphismes naturels de tronations
pip : X∞ −→ Xp et pip,q : Xp −→ Xq pour p ≥ q .
Nous nous intéressons ii au omportement des ars tronqués, 'est-à-dire aux
pip(X∞) quand p varie. Nous savons, d'après le théorème de Greenberg [Gr℄, que e
sont des ensembles onstrutibles. On peut don onsidérer leur image dans l'anneau
de Grothendiek K0(V ark) des variétés sur k [DL1℄. Plus préisément nous nous
intéressons à la série de Poinaré géométrique Pgeom,X,0(T ) :=
∑
p≥0[pip(X∞)]T
p
où [Y ] représente la lasse de la variété Y dans K0(V ark). Denef et Loeser ont
montré que ette série était rationnelle ave un dénominateur qui s'érit sous forme
du produit de termes de la forme 1 − LaT b où L := [A1k] et a ∈ Z et b ∈ N\{0}
(f. [DL1℄). Cependant la preuve utilise à la fois la résolution des singularités de la
variété et un théorème d'élimination des quantiateurs dû à Pas [Pa℄, et n'apporte
auune information quantitative, en partiulier sur les ples. Cette série a jusqu'à
présent été alulée pour les branhes planes (f. [DL2℄) et les singularités de sur-
faes toriques normales (f. [LJ-R2℄ et [Ni1℄).
Par ailleurs, on peut aussi onsidérer ϕp, la formule dans le langage de premier ordre
de k[[T ]], dû à Pas [Pa℄, qui dénit pip(X∞), qui est un ensemble onstrutible, et re-
garder sa mesure arithmétique χc(ϕp) dans l'anneau de GrothendiekK
v
0 (Motk,Q)Q,
'est-à-dire l'anneau de Grothendiek des motifs de Chow sur k à oeients dans
Q tensorisé ave Q (f. [DL2℄ ou [Ha℄ pour une introdution). Une autre série in-
téressante est alors la série dénie par
∑
p≥0 χc(ϕp)T
p
. Cette série se spéialise pour
tout q premier, sauf un nombre ni, en la série
∑
p≥0Nqp(X, 0)T
p
, où Nqp(X, 0) est
le ardinal des Z/qpZ-points de (X, 0) qui se relèvent en des Zq-points de (X, 0).
Denef et Loeser ont montré le même résultat de rationnalité pour ette série que
pour la série géométrique (f. [DL2℄). Cette série a été alulée pour les branhes
planes (f. [DL2℄) et les singularités de surfaes toriques normales (f. [Ni1℄). Pour
les branhes planes es deux séries dièrent et pour les surfaes normales toriques,
J. Niaise montre l'égalité.
Nous avons eetué ii le alul des séries géométrique et arithmétique d'un germe
d'hypersurfae irrédutible quasi-ordinaire. Ce type de singularité généralise les
singularités de ourbes planes dans le sens où il existe une paramétrisation de es
singularités à l'aide de séries frationnaires à plusieurs variables dont le dénomina-
teur est borné. L'ensemble des exposants, apparaissant dans l'ériture des es séries,
appartient au groupe engendré par un nombre ni d'exposants, appelés exposants
aratéristiques, qui généralisent les exposants aratéristiques d'une ourbe plane.
Pour aluler la mesure motivique de l'ensemble des ars tronqués à l'ordre p, nous
déomposons et ensemble en deux ensembles onstrutibles : l'ensemble des ars
tronqués qui ne se relèvent pas en ars inlus dans le omplémentaire du tore et son
omplémentaire. Nous donnons d'abord une aratérisation ombinatoire des ars
tronqués qui ne se relèvent pas en ars inlus dans le omplémentaire du tore. Cela
nous permet de aluler la mesure motivique de l'ensemble de es ars tronqués.
Enn nous donnons une formule de réurrene sur la dimension du germe pour la
mesure de son omplémentaire. Nous obtenons alors des formules générales, indu-
tives sur la dimension de l'hypersurfae, de es deux séries. Nous donnons enn une
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formule expliite de es séries dans le as où les oordonnées des exposants ara-
téristiques de la singularité sont supérieures à 1, 'est-à-dire quand la projetion de
elle-i est très transverse (théorème 10.3).
Je tiens à remerier ii M. Lejeune-Jalabert pour avoir fait preuve de patiene
à l'éoute de es résultats et pour ses préieux ommentaires. Je remerie aussi J.
Niaise pour m'avoir, le premier, parlé des séries de Poinaré motivique lors du
GAEL XII, et Helena Cobo Pablos et Pedro Gonzalez-Perez pour m'avoir indiqué
une erreur dans la première version de e travail.
2. Singularités quasi-ordinaires
Nous rappelons ii la dénition de singularité quasi-ordinaire et les propriétés de
es singularités dont nous aurons besoin.
Dénition 2.1. (f. [G-P1℄ par exemple) Soit f ∈ C{X1, ..., Xm}[Y ] un polynme
distingué. On dit que f est quasi-ordinaire si son disriminant ∆Y (f) a un terme
dominant, 'est-à-dire si il s'érit Xαu où α ∈ Zm≥0 et u est inversible. Géométrique-
ment, ela revient à dire que le disriminant de la projetion du germe (X, 0) ⊂
Cm+1 −→ Cm qui envoie le point de oordonnées (x1, ..., xm, y) sur le point de
oordonnées (x1, ..., xm) est à roisements normaux.
Nous avons alors la proposition
Proposition 2.2. [Ab℄ Les raines de f vu omme polynme en Y sont dans
C˜{X} = lim
→
k ∈ N∗
C{X
1
k }.
De plus les raines de f sont deux à deux omparables, 'est-à-dire que pour toutes
ξ et ξ′ raines de f , ξ − ξ′ s'érit Xαu où α ∈ Qm≥0 et u est inversible.
Le semi-groupe Nm+1 étant muni de l'ordre lexiographique ≤lex, nous pouvons
dénir l'ordre suivant sur Nm :
Si (α1, ..., αm) et (β1, ..., βm) ∈ Nm, (α1, ..., αm) ≤ (β1, ..., βm) si et seulement si
(|α|, α1, ..., αm) ≤lex (|β|, β1, ..., βm). Ainsi C{X1, ..., Xm} est muni d'une valua-
tion νX , à valeurs dans Nm muni de l'ordre déni préedemment, qui à un monme
Xα assoie (α1, ..., αm). La valuation νX s'étend alors à C˜{X} (mais son groupe
de valeurs est alors Qm).
Théorème 2.3. [Ga℄,[Li2℄ Soit f irrédutible et quasi-ordinaire. Alors nous avons :
(1) Si degY (f) = n alors f a n raines distintes dans C{X
1
n }.
(2) Si ξ est une raine de f dans C{X
1
n }, alors il existe des élements de ( 1nZ)
m
,
stritement ordonnés, a(1) < · · · < a(g) (i.e. ak(1) ≤ · · · ≤ ak(g) pour tout
k et a(i) 6= a(j) pour i 6= j) tels que l'on puisse érire
ξ = ξ0 + ξ1 + · · ·+ ξg
ave ξ0 ∈ C{X},
Xc apparaît dans ξ =⇒ c ∈ Zm +
∑
a(i)≤c
a(i)Z,
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Xc apparaît dans ξi =⇒ c ∈ Z
m +
∑
j≤i
a(j)Z,
et νX(ξk) = a(k) pour tout k.
(3) Si ξ est raine de f dans C{X
1
n }, alors l'ensemble des raines de f est
l'ensemble formé des ξ(w1X
1
n
1 , ..., wmX
1
n
m) où les wk parourent l'ensemble
des raines n-ièmes de l'unité.
Remarque 1. Quitte à faire le hangement de variables
Xk 7−→ Xk, ∀k
et Y 7−→ Y + ξ0
nous pouvons supposer que ξ0 = 0 dans le théorème préédent.
Dénition 2.4. Les a(k) du lemme préédent sont appelés les exposants ara-
téristiques de f .
Nous pouvons aussi dénir l'ensemble des exposants aratéristiques omme
étant l'ensemble
{νX(ξ − ξ
′), f(ξ) = f(ξ′) = 0, ξ 6= ξ′} .
Nous pouvons dénir les réseaux M = M0 := Zm et Mk := Zm +
∑
l≤k a(l)Z
m
pour 1 ≤ k ≤ g et les réseaux duaux Ni := Mˇi et N = N0. Nous dénissons les
entiers aratéristiques nk du germe d'hypersurfae omme étant les indies des
Mk−1 dans Mk :
nk = [Mk : Mk−1].
Nous posons aussi n0 = 1 et n−1 = 0. Nous notons
ek−1 = nk...ng pour k = 1, ..., g.
Notons L = L0 le orps des frations de C{X}. Nous pouvons remarquer que pour
k = 1, ..., g,
ek = [L[ξ] : L[X
a(1), ..., Xa(k)]] = [L[ξ] : L[ξ1 + · · ·+ ξk]]
et nk = [L[X
a(1), ..., Xak ] : L[Xa(1), ..., Xa(k−1)]]
= [L[ξ1 + · · ·+ ξk] : L[ξ1 + · · ·+ ξk−1]].
En partiulier nous avons e0 = n = n1...ng.
Nous pouvons aussi dénir les veteurs γ(k) par :
γ(1) := a(1)
γ(k + 1) := nkγ(k) + a(k + 1)− a(k)
Dans le asm = 1, e sont les nγi sont des générateurs du semi-groupe de l'ensemble
des multipliités d'intersetion (C, X)0 où C parourt l'ensemble des germes en 0
de ourbes planes non ontenues dans X (f. [Z℄).
Nous avons le
Lemme 2.5. [G-P2℄ Le sous-réseau de Mg engendré par γ(1), ..., γ(k) est égal à
Mk et l'ordre de γ(k) dans le groupe Mk/Mk−1 vaut nk pour tout k.
SÉRIES DE POINCARÉ MOTIVIQUES 5
Enn, pour tout i ompris entre 1 et m notons ki le plus petit entier qui vérie
ai(ki) 6= 0. Quitte à eetuer une permutation des variables Xi, nous pouvons
supposer que nous avons
1 = k1 = k2 = · · · = ki0 < ki0+1 ≤ ki0+2 ≤ · · · ≤ km ≤ g
3. Ars et désingularisation plongée torique d'une hypersurfae
irrédutible à singularité quasi-ordinaire
Soit ϕ(t) := (x1(t), ..., xm(t), y(t)) un ar traé sur un germe (X, 0) d'hy-
persurfae irrédutible à singularité quasi-ordinaire d'exposants aratéristiques
a(1),..., a(g) dénie par un polynme de Weierstrass f ∈ C{X1, ..., Xm}[Y ]. Alors
f(x1(t), ..., xm(t), y(t)) = 0, don y(t) = ξ(x
1/n(t)) où ξ = ξ1 + · · · + ξg est une
raine de f (ave les notations du théorème 2.3) et les x
1/n
i (t) sont des raines n-
ièmes de xi(t) dans C[[t1/n]]. Nous noterons souvent ξ au lieu de ξ(x1/n(t)) quand
les raines n-ièmes de xi(t) seront xées.
Remarque 2. Soit Xa = Xa11 ...X
am
m un monme de C[X
1/n
1 , ..., X
1/n
m ]. Consid-
érons m séries xi(t) =
∑
k xi,kt
k
de C[[t]], et notons li = ord(xi(t)). Le hoix d'une
raine n-ième de xi(t) dans C[[t1/n]] dépend uniquement du hoix d'une raine n-
ième de xi,li dans C. Pour tout i xons une raine n-ième de xi,li et notons la x
1/n
i,li
.
Nous noterons alors sans équivoque xaii,li = (x
1/n
i,li
)nai . Dans e as nous avons
xi(t)
ai = xaii,lit
aili

1 + ∑
k≥li+1
xi,k
xi,li
tk−li


a1
= xaii,lit
aili

1 +∑
k≥1
xi,k+li
xi,li
tk


a1
= xaii,lit
aili

1 + ai∑
k≥1
xi,k+li
xi,li
tk + · · ·+
(
ai
j
)∑
k≥1
xi,k+li
xi,li
tk


j
+ · · ·


ave
(
ai
j
)
:= ai(ai−1)...(ai−j+1)j! . Nous voyons que x
a1
1 (t)...x
am
m (t) est dans C[[t]] si
et seulement si
∑
i aili ∈ N. Si tel est le as, pour tout c ∈ N ave c >
∑
i aili, le
oeient de tc dans l'expression de la série xa11 (t)...x
am
m (t) est un polynme de la
forme suivante :
m∏
i=1
xaii,liP

xi,k/xi,li ; li + 1 ≤ k ≤ c−∑
j
aj lj + li et 1 ≤ i ≤ m


où P est un polynme quasi-homogène de poids c−
∑
j aj lj et où xi,k/xi,li est de
poids k − li.
Notons bk : Zm −→ Q la forme linéaire
bk(l) :=
m∑
i=1
ai(k)li, ∀k ∈ {0, ..., g}
et M l'appliation linéaire
M : Zm −→ (Z/nZ)g
(l1, ..., lm) 7−→ (n
∑
ai(1)li, ..., n
∑
ai(g)li)
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Si li est l'ordre de xi(t), alors d'après le théorème 2.3, nous voyons que néessaire-
ment b1(l) ∈ N et don ξ1(x1/n(t)) ∈ C[[t]]. En retranhant ξ1(x1/n(t)) à y(t), nous
voyons alors que b2(l) ∈ N et don que ξ2(x1/n(t)) ∈ C[[t]]. Par indution nous
voyons que
(ord(x1(t)), ..., ord(xm(t))) ∈ KerM.
Inversement, si l'on se xe m séries formelles en t, notées xi(t) pour 1 ≤ i ≤ m, qui
vérient (ord(x1(t)), ..., ord(xm(t))) ∈ KerM ∩ (N∗)m, alors pour toute solution ξ
de f , nous avons ξ(x1/n(t)) ∈ C[[t]], et (x1(t), ..., xm(t), ξ(x1/n(t))) dénit un ar
traé sur (X, 0).
Nous allons maintenant relier KerM aux réseaux apparaissant dans une résolution
plongée torique de (X, 0). Nous rappelons ii la onstrution de la résolution plongée
torique onstruite par P. Gonzalez Perez [G-P2℄. Dans la suite, nous noterons ZΣ
la variété torique d'éventail Σ.
Soit R = C{X1, ..., Xm}[Y ]/(f) l'anneau des fontions de (X, 0). L'anneau R
est une C{X1, ..., Xm}-algèbre de nie. Nous avons alors un morphisme ni pi :
(X, 0) // // (AmC , 0) dont le lieu de ramiation est inlus dans le germe à roise-
ments normaux déni par X1...Xm = 0 (non-ramié au-dessus du tore). Notons σ
l'éventail de AmC gal à R
m
≥0 et ∆ l'éventail σ ⊕ R
g
≥0 = R
m+d
≥0 ⊂ (N∆)R où N∆ est le
réseauN⊕Zg. Soit u1, ..., ug la base anonique de {0}⊕Zg. Les éléments de ∆ˇ∩M∆
sont de la forme (v, w) où v ∈ σˇ∩M et w = w1u∗1+ · · ·+wgu
∗
g ave wi ∈ Z≥0. Nous
allons onsidérer le plongement (X, 0) ⊂ (Z∆, o∆), où o∆ est l'orbite de dimension
0 de la variété torique Z∆, déni par le morphisme de C{X1, ..., Xm}-algèbres :
Ψ : C{X1, ..., Xm}[U1, ..., Ug−1] −→ R
qui à Uj assoie qj−1(ξ) où (q0, q1, ..., qg−1) est un système de raines approhées de
f ('est-à-dire que qj est polynme quasi-ordinaire minimal de C{X1, ..., Xm}[Y ]
assoié à la branhe ξ1 + · · ·+ ξj ; en partiulier q0 = Y ). Nous pouvons remarquer
que Ψ(U1) = ξ.
Soit
ϕ : M∆ −→ Mg
(v, w) 7−→ v +
∑g
k=1 wkγ(k)
Soit L ⊂ (N∆)R l'espae linéaire déni omme étant l'orthogonal de Ker(ϕ) et soit
Ξ le ne ∆ ∩ L. Nous appellerons squelette de la singularité le ne Ξ (selon la
dénition de [LJ-R1℄).
Donnons tout d'abord la dénition de résolution partielle :
Dénition 3.1. SoitX une variété plongée dans ZΣ1 une variété torique d'éventail
Σ1. Soit Σ2 une subdivision de Σ1. On dit que le morphisme torique ϕ2,1 : ZΣ2 −→
ZΣ1 est une résolution plongée partielle de X si pour toute division régulière Σ3
de Σ2 ontenant tous les nes réguliers de Σ2, le morphisme torique induit ϕ3,2 :
ZΣ3 −→ ZΣ2 omposé ave ϕ2,1 est une résolution plongée de X .
Nous avons alors le
Théorème 3.2. [G-P2℄ Soit Σ une division de ∆ ontenant Ξ. Alors le morphisme
piΣ : ZΣ −→ Z∆ est une résolution plongée partielle du germe (X, 0) ⊂ (Z∆, o∆).
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Nous pouvons alors donner une desription de KerM . Tout d'abord nous ap-
pelerons veteur aratéristique de h (où h est un ar de (AmC , 0) déni par (x1(t), ..., xm(t))
le veteur (x1(t), ..., xm(t), q0(ξ), ..., qg(ξ)).
Proposition 3.3. Le squelette Ξ orrespond exatement à l'ensemble des veteurs
aratéristiques. En partiulier le sous-réseau KerM ⊂ N est inlu dans la proje-
tion de Ξ sur N .
Démonstration. L'appliation linéaire ϕ est dénie par la matrie

1 0 0 · · · 0 γ1(1) · · · γ1(g)
0 1 0 · · · 0
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
0 0 · · · 1 0
.
.
.
.
.
.
.
.
.
0 0 · · · 0 1 γm(1) · · · γm(g)


Le noyau de ϕ est don l'image de l'appliation linéaire de Ng dans N∆ dénie par
la transposée de ette matrie. Or Ng = KerM . Don Ξ est exatement l'ensemble
des éléments de la forme (l, p) ave l ∈ KerM et pk =
∑
i γi(k)li pour 1 ≤ k ≤ g.
Or, pour tout veteur aratéristique (x1(t), ..., xm(t), q0(ξ), ..., qg(ξ)), nous avons
ord(qk(ξ)) =
∑
i γi(k)ord(xi(t)). Don Ξ orrespond exatement à l'ensemble des
veteurs aratéristiques. 
4. Définitions
Nous allons étudier ii les séries de Poinaré géométrique et arithmétique :
Pgeom,X(a(1),..., a(g)),0(T ) :=
∑
p≥0
[pip(X(a(1), ..., a(g))∞)]T
p,
Parit,X(a(1),..., a(g)),0(T ) :=
∑
p≥0
χc(ϕp)T
p
où (X(a(1), ..., a(g)), 0) est un germe d'hypersurfae irrédutible, mais non nées-
sairement réduit, déni par f quasi-ordinaire. L'espae des ars traés sur le germe
d'hypersurfae déni par f et elui des ars traés sur le germe d'hypersurfae ré-
duit assoié sont les mêmes. Les espaes d'ars tronqués sont don aussi les mêmes.
Nous pouvons don supposer que le germe onsidéré est réduit. Supposons que f
est un polynme de Weierstrass de C{X1, ..., Xm}[Y ] de degré n.
Notons
χp, l1,..., lm := pip(X(a(1), ..., a(g))∞) ∩ {(x1(t), ..., xm(t), y(t)) / ord(xi) = li}
et
ϕp, l1,..., lm := ϕp ∧ (ord(xi) = li)
ave ϕp = ϕp(a(1), ..., a(m)) la formule
∃z1(t), ..., zm(t) ((ord(xi − zi) > p) ∧ (ord(y − h(z)) > p)) .
Nous noterons X(a(1), ..., a(g))p,cn le sous-ensemble onstrutible de l'ensemble
onstrutible pip(X(a(1), ..., a(g))∞) qui orrespond à la tronation d'ars pour
lesquels un des xi(t) est nul et nous noterons X(a(1), ..., a(g))p,to le sous-ensemble
de pip(X(a(1), ..., a(g))∞) qui orrespond à la tronation d'ars qui ne peuvent
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pas se relever en ars pour lesquels un des xi(t) est nul. De même nous noterons
ϕp,cn(a(1), ..., a(m)) la formule
∃z1(t), ..., zm(t) ((ord(xi − zi) > p) ∧ (ord(y − h(z)) > p) ∧ (∃i / zi(t) = 0))
et ϕp,to(a(1), ..., a(m)) la formule(
∃z1(t), ..., zm(t) ((ord(xi − zi) > p) ∧ (ord(y − h(z)) > p))
)
∧
(
¬∃z1(t), ..., zm(t) ((ord(xi − zi) > p) ∧ (ord(y − h(z)) > p) ∧ (∃i / zi(t) = 0))
)
Nous avons évidemment
[pip(X(a(1), ..., a(g))∞)] = [X(a(1), ..., a(g))p,cn] + [X(a(1), ..., a(g))p,to]
et χc(ϕp(a(1), ..., a(m))) = χc(ϕp,to(a(1), ..., a(m))) + χc(ϕp,cn(a(1), ..., a(m))) .
Notons aussi
P tore
c
geom (a(1), ..., a(m))(T ) :=
∑
p≥0
[X(a(1), ..., a(g))p,cn]T
p ,
P toregeom(a(1), ..., a(m))(T ) :=
∑
p≥0
[X(a(1), ..., a(g))p,to]T
p ,
P tore
c
arit (a(1), ..., a(m))(T ) :=
∑
p≥0
χc(ϕp,cn(a(1), ..., a(m)))T
p ,
et P torearit (a(1), ..., a(m))(T ) :=
∑
p≥0
χc(ϕp,to(a(1), ..., a(m)))T
p .
Remarque 3. Si pour tout i nous avons li < +∞, alors [χp, l1,..., lm ] = 0 si et
seulement si l /∈ KerM (et de même χc(ϕp, l1,..., lm) = 0 si et seulement si l /∈
KerM).
5. Étude des tronations d'ars ne se relevant pas en ars pour
lesquels un des xi(t) est nul
Le terme [X(a(1), ..., a(g))p,to] orrespond aux ars tronqués qui ne peuvent pas
se relever en ars pour lesquels un des xi(t) est nul. Si (x1(t), ..., xm(t), y(t)) est un
ar dont la p-tronation ne peut pas se relever en un ar pour lequel un des xi(t)
est nul, nous notons li = ord(xi(t)). Nous avons alors la proposition suivante :
Proposition 5.1. Soit h(t) := (x1(t), ..., xm(t), y(t)) un ar de (X, 0). Alors la
p-tronation de h ne peut pas se relever en un ar pour lequel un des xi(t) est nul,
si et seulement si l'une des deux onditions suivantes est vériée :
C1) Soit li ≤ p pour tout i.
C2) Soit il existe i tel que +∞ > li ≥ p+ 1, et
 p− lj ≥ bki(l)− bkj (l) pour tout j tel que kj < ki,
 bki(l) ≤ p.
Remarque 4. En partiulier, si ki 6= kj , alors li et lj ne peuvent être supérieurs
stritement à p en même temps. En eet, supposons li > p et lj > p ave i 6= j et
ki > kj . Alors nous avons selon la seonde ondition : p− lj ≥ bki(l)− bkj (l) > 0,
e qui est ontraditoire. Si il existe i tel que li > p, nous noterons rl l'entier ki.
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Démonstration. Montrons tout d'abord qu'un ar tronqué qui ne peut pas se relever
en ar pour lesquel un des xi(t) est nul vérie néessairement l'une des deux on-
ditions. Tout d'abord, si li ≥ p + 1 et si bki(l) ≥ p + 1, alors on peut relever et
ar tronqué en un ar pour lequel xi(t) = 0, en onsidérant un relevé quelonque
h de et ar tronqué, et en hoisissant l'ar h′ dont toutes les oordonnées, sauf la
i-ième, sont égales à elles de h, et la i-ème est nulle.
Maintenant supposons que li ≥ p+1 et que p− lj < bki(l)−bkj (l) pour un j tel que
kj < ki. En partiulier, d'après la remarque 4, pour j tel que kj 6= ki, lj ≤ p et don
les xj,k sont xés pour k ≤ p ar les xj(t) sont xés modulo tp+1. Considérons alors
le oeient de tbki (l) dans l'ériture de ξkj (x
1/n) et dans l'ériture de ξki(x
1/n).
Dans ξkj (x
1/n), elui-i est de la forme
∏
r 6=j
x
ar(kj)
r,lr
.
(xj,bki (l)−bkj (l)+lj
xj,lj
+ P
(
xr,k
xr,lr
; k ≤ bki(l)− bkj (l) + lr et 1 ≤ r ≤ m
))
où P ne dépend pas de
xj,bki (l)−bkj (l)+lj
xj,lj
. Comme bki(l) − bkj (l) + lj > p, le terme
xj, bki (l)−bkj (l)+lj
xj,lj
n'apparait pas dans l'ériture de xj(t) modulo t
p+1
. Il n'apparait
pas non plus dans l'expression des oeients de td, pour d < bki(l), dans l'ériture
de ξ(x1/n). D'autre part, le oeient de tbki (l) dans l'ériture de ξki(x
1/n) est de
la forme : ∏
r 6=i
x
ar(ki)
r,lr
.x
ar(ki)
i,li
En partiulier, nous pouvons hoisir xi,li égal à zéro en donnant la bonne valeur
au terme
xj,bki (l)−bkj (l)+lj
xj,lj
. Cei n'aete alors ni la valeur de xj(t) modulo t
p+1
, ni
la valeur des oeients de td, pour d < bki(l), dans l'ériture de ξ(x
1/n). Nous
pouvons ontinuer ainsi par réurrene roissante sur c en regardant le oeient
de tc dans l'ériture de ξ(x1/n) et annuler le terme xi,c−
∑
r 6=i ar(ki)lr
en modiant
éventuellement le terme
xj,c−bkj (l)+lj
xj,lj
.
Montrons maintenant la susane de es deux onditions. La première ondition
implique lairement que l'ar tronqué ne peut pas se relever en un ar dont l'une
des oordonnées est nulle. Montrons que la seonde est aussi susante.
Soit h un ar qui vérie la seonde ondition. Tout d'abord, omme lj ≤ p pour
j tel que kj 6= ki, les oordonnées xj(t) d'un relèvement d'une p-tronation de h
sont non nulles. Plus partiulièrement, pour j tel que kj 6= ki, xj,k est xé pour
lj ≤ k ≤ p. Le oeient de tb1(l) xe
∏
j x
aj(1)
j,lj
. Par réurrene roissante sur les
oeients de tc, pour c < bki(l),
∏
j x
aj(r)
j,lj
est xé pour r < ki ar seuls les xj,k
pour j 6= i et k ≤ c− bkj (l) + lj < p apparaissent dans son expression. Considérons
alors le oeient de tbki (l) dans l'expression de la oordonnée y(t) de h. Nous avons
y(t) = ξ1(x
1/n(t))+ · · ·+ ξki(x
1/n(t))+ · · ·+ ξg(x1/n(t)) pour un hoix d'une raine
n-ième des xj(t). Le oeient de t
bki (l)
dans l'expression de ξr(x
1/n(t)) est de la
forme (pour r < ki) :∏
j 6=i
x
aj(r)
j,lj
Pr(xj,k/xj,lj , k ≤ bki(l)− bkr(l) + lj)
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d'après la remarque 2. Or nous avons p− lj ≥ bki(l)−bkj(l) ≥ br(l)−bkj(l), et don
Pr(xj,k/xj,lj , k ≤ bki(l)− bkr (l)+ lj) est xé du fait que les xj(t) sont xés modulo
tp+1. D'après la réurrene, le oeient onsidéré est don xé. Le oeient de
tbki (l) dans l'expression de ξki(x
1/n(t)) est de la forme :∏
j 6=i
x
aj(ki)
j,lj
.x
ai(ki)
i,li
Don le oeient de tbki (l) dans l'expression de y(t) est de la forme ax
ai(ki)
i,li
+b où b
est xé et a est non nul par hypothèse sur h. Comme xi,li 6= 0 par hypothèse sur h,
b 6= 0 et néessairement tout relevé de la p-tronation de h a sa i-ième oordonnée
non nulle. Plus préisément, nous pouvons remarquer que néessairement bki(l) =∑
j aj(ki)lj est xé.

Nous avons don
(1) X(a(1), ..., a(g))p,to =
⋃
(l1,..., lm)∈D(m)p
χp, l1,..., lm
où
Σm,p := {(l1, ..., lm) / li ≤ p}
⋃
(
m⋃
i=1
{
(l1, ..., lm) / li > p, p− lj ≥ bki(l)− bkj (l), kj < ki, bki(l) ≤ p
})
et D(m)p := Σm,p ∩KerM ∩ (N
∗)m.
Il nous sut don de aluler χp, l1,..., lm et ϕp, l1,..., lm , et d'étudier l'union (1).
6. Calul de χp, l1,..., lm et ϕp, l1,..., lm
Pour aluler χp, l1,..., lm et ϕp, l1,..., lm , nous allons voir que χp, l1,..., lm peut s'érire
sous la forme χp, l1,..., lm × A
n(p,l)
C , où n(p, l) est un entier, et nous allons trouver
un revêtement galoisien W −→ χp, l1,..., lm surjetif où [W ] est faile à aluler et
l'ation du groupe de Galois du revêtement est faile à dérire.
Pour ela, notons xj =
∑
r≥lj
xj,rt
r
et zj = zj,0t
lj
n (1 +
∑
r≥1 zj,rt
r). Les termes
zj,r pour r > p − lj n'apparaissent pas dans l'expression de z
n
j modulo t
p+1
mais
zj,p−lj y apparait. De même les termes zj,r pour r > p− bkj (l) n'apparaissent pas
dans l'expression de ξ(z) modulo tp+1 si p ≥ bkj (l) mais zj,p−bkj (l) y apparait. Si
p < bkj (l), alors auun terme zj,r n'apparait dans l'expression de ξ(z) modulo t
p+1
.
Soit
Wl := G
m
m,C × A
max{p−l1, p−bk1 (l)}
C × · · · × A
max{p−lm, p−bkm (l)}
C .
On onsidère sur Wl les oordonnées (z1,0, ..., zm,0) sur le premier fateur et les
oordonnées (zj,1, ..., zj,max{p−lj , p−bkj (l)}) sur le (j + 1)-ième fateur.
Soit V la variété Ap(m+1) ; onsidérons le morphisme de C-shémas hl : Wl 7−→ V
qui envoie le point de oordonnées préédentes sur les p premiers oeients de
zn1 ,..., z
n
m et ξ(z) (où zj(t) := zj,0t
li
n (1 +
∑max(p−lj , p−bkj (l))
r=1 zj,rt
r)) :
hl : Wl −→ V
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zi = zi,0t
li
n (1 +
max(p−li, p−bki (l))∑
j=1
zi,jt
j) 7−→ zn1 , ..., z
n
m, ξ(z)
L'image de hl oïnide lairement ave χp, l1,..., lm , mais e morphisme n'est pas ni
en général.
Nous allons noter (si Ip, l est l'ensemble des indies j pour lesquels lj > p)
D0,i(m)p :=
{
l ∈ D(m)p \ lj ≤ p ∀j, li − bki(l) ≥ lj − bkj (l) ∀j 6= i
et li − bki(l) > lj − bkj (l) ∀j < i
}
et
Dq,i(m)p :=
{
l ∈ D(m)p \ li > p, Card(Ip, l) = q, li − bki(l) ≥ lj − bkj (l) ∀j 6= i
et li − bki(l) > lj − bkj (l) ∀j < i
}
.
Remarque 5. Si li > p et si j est tel que kj 6= ki, alors li − bki(l) > lj − bkj (l).
En eet, si ki > kj , alors par hypothèse nous avons p − lj ≥ bki(l) − bkj (l). Or
p − lj < li − lj et le résultat s'ensuit. Si ki < kj , alors 0 < li − p ≤ li − lj . Or
bki(l)− bkj (l) < 0 et le résultat s'ensuit là enore. En partiulier nous avons
D(m)p =
∐
0≤i, q≤m
Di,q(m)p.
6.1. Cas C1. Soit l ∈ D0,i(m)p. Nous notons alors
W ′l := G
m
m,C × A
p−l1
C × · · · × A
max{p−li, p−bki (l)}
C × · · · × A
p−lm
C
et
W ′′l := G
m
m,C × A
p−l1
C × · · · × A
p−lm
C .
On onsidère sur W ′l les oordonnées (z1,0, ..., zm,0) sur le premier fateur, les o-
ordonnées (zj,1, ..., zj,p−lj ) sur le (j+1)-ième fateur pour j 6= i et les oordonnées
(zi,1, ..., zi,max{p−li, p−bki (l)}) sur (i + 1)-ième fateur. On onsidère sur W
′′
l les o-
ordonnées (z1,0, ..., zm,0) sur le premier fateur, et les oordonnées (zj,1, ..., zj,p−lj )
sur le (j + 1)-ième fateur pour tout j.
Nous avons lairement
W ′′l ⊂W
′
l ⊂Wl.
Nous notons
e := max
j
{lj − bkj (l), 0} = max{li − bki(l), 0}.
Par ailleurs, nous notons kl l'unique entier qui vérie les inégalités suivantes :
(2) bkl(l) =
∑
j
aj(kl)lj ≤ p− e <
∑
j
aj(kl + 1)lj = bkl+1(l).
Nous avons alors le résultat suivant :
Lemme 6.1. Le morphisme hl restreint à W
′
l est ni et d'image χp,l1,...,lm. Si
nous notons χp,l1,...,lm := hl(W
′′
l ), nous avons χp, l1,..., lm = χp,l1,...,lm×A
li−bki (l)
C et
hl restreint à W
′′
l est un revêtement galoisien de χp, l1,..., lm . Son groupe de Galois
est le groupe Gkl , sous-groupe ommutatif de U
m
n formé des éléments (ε1, ..., εm)
qui vérient les équations
∏
i ε
nar(i)
i = 1 pour r = 1, .., kl où Un est le groupe des
raines n-ièmes de l'unité, qui agit par multipliation terme à terme sur Gmm,C.
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Démonstration. Nous allons d'abord montrer que l'image de W ′l par hl est égale à
χp,l1,...,lm .
Soit z = (z1, ..., zm) ∈ Wl, et montrons que l'on peut trouver w ∈ W ′l ayant même
image par hl que z. Néessairement nous devons avoir
znj,0 = w
n
j,0 si lj ≤ p,
1 + p−lj∑
k=1
zj,kt
k


n
=

1 + p−lj∑
k=1
wj,kt
k


n
mod tp−lj+1 si lj ≤ p.
Comme lj ≤ p pour tout j, néessairement znj,0 = w
n
j,0 et zj,k = wj,k, pour tout j
et 1 ≤ k ≤ p− lj . Nous posons alors wj,k = zj,k, pour tout j et 0 ≤ k ≤ p− lj . Les
oeients de tc dans l'ériture de ξ(z), pour c ≤ p− e, ne dépendent que des zj,k
pour k ≤ p− lj. Le oeient de tp−e+1 est de la forme∏
j
z
aj(kj)
j,lj
.zi,p−li+1 + P
où P ne dépend que des zi,k pour k ≤ p − li et des zj,k pour j 6= i et k ≤
p− lj + 1. Comme
∏
j z
aj(kj)
j,lj
=
∏
j w
aj(kj)
j,lj
6= 0, nous pouvons trouver wi,p−li+1 de
telle manière à hoisir (s'il apparaissent ii) les wj,p−lj+1 égaux à zéro pour j 6= i
sans hanger la valeur de e oeient. Nous pouvons ontinuer ainsi par réurrene
roissante sur les oeients de tc dans l'ériture de ξ(z), pour voir que l'on peut
trouver w ∈W ′l tel que hl(z) = hl(w), le système d'équations apparaissant ii étant
triangulaire. Le morphisme hl restreint à W
′
l est don ni.
Nous remarquons au passage, que le système d'équations obtenu des oeients de
tc dans l'ériture de ξ(z) est triangulaire en les variables zi,k pour p− li + 1 ≤ k ≤
p− bki(l), pour p− e+1 ≤ c ≤ p. Don nous pouvons érire χp,l1,...,lm sous la forme
χp,l1,...,lm × A
li−bki (l)
C où χp,l1,...,lm = hl(W
′′
l ).
Déterminons la bre au-dessus d'un point de χp,l1,...,lm . Remarquons que ki ≤ kl
ar bkl+1(l) > p−e = p− li+bki(l) ≥ bki(l). Soient z et w dansW
′′
l tels que hl(z) =
hl(w). Dans e as z
n
j,0 = w
n
j,0 pour tout j et zj,k = wj,k pour tout j et pour tout 1 ≤
k ≤ p− lj . Considérons alors le oeient de tc dans l'ériture de ξ(z) = ξ(w). Pour
c = bk1(l), e oeient nous permet de dire que (z1,0, ..., zm,0) = ε(w1,0, ..., wm,0)
pour un ε ∈ Gk1 . Pour bk1(l) < c < bk2(l), es oeients n'apportent auune
information supplémentaire. Pour c = bk2(l), oeient nous permet de dire que
(z1,0, ..., zm,0) = ε(w1,0, ..., wm,0) pour un ε ∈ Gk2 . Par réurrene sur c, nous voyons
alors que (z1,0, ..., zm,0) = ε(w1,0, ..., wm,0) pour un ε ∈ Gkl . Comme lj < +∞ pour
tout j, le revêtement est étale et don galoisien de groupe de Galois Gkl .

Nous avons alors
[χp, l1,..., lm ] = [G
m
m,C/Gkl ]L
pm+max{li−bki (l), 0}−
∑m
j=1 lj .
6.2. Cas C2. Soit l ∈ Dq,i(m)p ave q ≥ 1. Nous notons alors
W ′l := G
m−q+1
m,C ×

 ∏
j /∈Il,p
Ap−ljC

× Ap−bki (l)C
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et
W ′′l := G
m−q+1
m,C ×

 ∏
j /∈Il,p
A
p−lj
C

 .
On onsidère sur W ′l les oordonnées (zj1,0, ..., zjm−q,0) sur le premier fateur (où
{j1, ..., jm−q+1} = {1, ..., m}\
{
Il,p\{i}
}
), les oordonnées (zj,1, ..., zj,p−lj ) sur le
(j +1)-ième fateur pour j /∈ Il,p et les oordonnées (zi,1, ..., zi,p−bki (l)) sur (i+1)-
ième fateur. On onsidère es deux variétés plongées dans Wl en identiant un
élément de oordonnées
(zj1,0, ..., zjm−q+1,0, zj,1, ..., zj,p−lj , j /∈ Il,p)
ave l'élément de Wl de oordonnées
(z1,0, ..., zm,0, zj,1, ..., zj,p−lj , j 6= i, zi,1, ..., zi,p−bki (l))
en posant zj,0 = 1 et zj,k = 0 si j ∈ Ip, l et k ≤ p− lj . Nous avons alors le résultat
suivant :
Lemme 6.2. Le morphisme hl restreint à W
′
l est ni et d'image χp, l1,..., lm . Si
nous notons χp, l1,..., lm := hl(W
′′
l ), nous avons χp, l1,..., lm = χp, l1,..., lm × A
li−bki (l)
C
et hl restreint à W
′′
l est un revêtement galoisien. Son groupe de Galois est le groupe
Gki ∩ U
m−q+1
n , où U
m−q+1
n est le sous-groupe de U
m
n dont les éléments ont les
oordonnées d'indie dans Il,p\{i} égales à 0, et Gki est le sous-groupe de U
m
n
formé des éléments (ε1, ..., εm−q+1) qui vérient les équations
∏
j /∈Ip, l\{i}
ε
nar(j)
j =
1 pour r = 1, .., ki où Un est le groupe des raines n-ièmes de l'unité, qui agit par
multipliation terme à terme sur Gm−qm,C .
Démonstration. Nous allons d'abord montrer que l'image de W ′l par hl est égale à
χp,l1,...,lm .
Soit z = (z1, ..., zm) ∈ Wl, et montrons que l'on peut trouver w ∈ W ′l ayant même
image par hl que z. En partiulier nous avons
znj,0 est xé si lj ≤ p,
1 + p−lj∑
k=1
zj,kt
k


n
mod tp−lj+1 est xé si lj ≤ p.
Les oeients de tc dans l'ériture de ξ(z), pour c < bki(l), ne dépendent que des
zj,k pour j /∈ Ip, l et k ≤ p, d'après la remarque 5. Si c = bki(l), e oeient est de
la forme ∏
j 6=i
z
aj(ki)
j,0 .z
ai(ki)
i,0 + P
où P ne dépend que des zj,k pour j /∈ Il,p, k ≤ p− lj + 1. Si nous posons wj,0 = 1
pour j ∈ Ip, l\{i} et wj,p−lj+1 = 0, il existe toujours un wi,0 qui permet de garder
la valeur de e oeient inhangée. Nous pouvons ontinuer ainsi par réurrene
roissante sur les oeients de tc dans l'ériture de ξ(z), pour voir que l'on peut
trouver w ∈W ′l tel que hl(z) = hl(w), le système d'équations apparaissant ii étant
triangulaire. Le morphisme hl restreint à W
′
l est don ni.
Nous remarquons au passage, que le système d'équations obtenu des oeients
de tc dans l'ériture de ξ(z) est triangulaire en les variables zi,k, pour 0 ≤ k ≤
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p − bki(l) et bki(l) ≤ c ≤ p. Don nous pouvons érire χp,l1,...,lm sous la forme
χp,l1,...,lm × A
li−bki (l)
C où χp,l1,...,lm = hl(W
′′
l ).
Comme préédemment nous voyons que deux éléments z et w de W ′′l ont même
image par hl si et seulement si z = εw où ε ∈ Gki ∩ U
m−q+1
n .

Nous avons alors
[χp, l1,..., lm ] = [G
m−q+1
m,C /G
′
ki ]L
p(m−q+1)−
∑
j /∈Ip, l
lj−bki (l) .
6.3. Calul de χp, l1,..., lm et ϕp, l1,..., lm . Nous allons maintenant énoner un lemme
utile pour ahever le alul :
Lemme 6.3. Soit G un sous-groupe de
∏m
i=1Uni agissant sur G
m
m,C par multipli-
ation sur haque terme. Alors la variété quotient Gmm,C/G est isomorphe à G
m
m,C.
Démonstration. D'un point de vue torique, le ne assoié à Gmm,C est l'origine
de Zm. Le semi-groupe de ette variété est don Zm en entier. L'ensemble des
puissanes des monmes invariants par l'ation de G forment un semi-groupe N de
Zm qui est en fait un groupe ar Xk11 ...X
km
m est invariant sous l'ation de G si et
seulement si X−k11 ...X
−km
m l'est aussi. Don N est isomorphe à Z
l
pour l ≤ m et
N⊗ZR ≡ Rl. Or pour tout i, X
ni
i est invariant par G don N ⊗ZR = R
m
et l = m.
Don Gmm,C/G est isomorphe à G
m
m,C.

Nous avons don [Grm,C/Gk] = (L− 1)
r
et nous obtenons :
pour le as C1 : [χp, l1,..., lm ] = (L− 1)
mLpmL−
∑m
j=1 lj+max{li−bki (l)), 0}.
pour le as C2 : [χp, l1,..., lm ] = (L− 1)
m−q+1L
p(m−q+1)−
∑
j /∈Il,p
lj−bki (l).
Nous utilisons le même morphisme hl pour aluler χc(ϕp, l1,..., lm). En eet, dans
le as C1, la mesure arithmétique de l'image de hl oïnide ave χc(ϕp, l1,..., lm). Or
ϕp, l1,..., lm) = ϕp, l1,..., lm ∧ ϕ
′
où ϕp, l1,..., lm est la formule qui dénit χp, l1,...,lm et
ϕ′ est la formule qui dénit A
max{li−bki (l), 0}
C . La mesure arithmétique de W
′′
l est
égale à L
p(m−q)−
∑
j /∈Ip, l
lj
ar la formule qui dénit W ′′l est sans quantiateurs. Le
morphisme hl restreint à W
′′
l est un revêtement galoisien de groupe de Galois ni,
de ardinal n/nkl dans le as C1 et de ardinal n(i, Ip,l) dans le as C2 (n(i, Ip,l) ne
dépend que de i et de Ip,l)). La formule ϕ
′
est sans quantiateurs, don sa mesure
vaut Lli−bki (l). Don nous avons
as C1 : χc(ϕp, l1,..., lm) =
nkl
n
(L− 1)mLpmL−
∑m
j=1 lj+max{li−bki (l)), 0}.
as C2 : χc(ϕp, l1,..., lm) =
1
n(i, Ip,l)
(L− 1)m−q+1L
p(m−q+1)−
∑
j /∈Ip, l
lj−bki (l).
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7. Étude de l'union (1)
L'union (1) n'est ependant pas toujours disjointe omme le montre l'exemple
i-dessous :
Exemple 7.1. Soit f = Z3 − XY . Notons h1(t), h2(t) et h3(t) les ars dénis
par h1(t) = (t
5, t7, t4), h2(t) = (t
6, t6, t4) et h3(t) = (t
7, t5, t4). Modulo t5, es
trois ars ont la même tronation mais les ordres des diérentes oordonnées ne
oïnident pas. C'est-à-dire que χ4, 5, 7 ∩ χ4, 6, 6 ∩ χ4, 7, 5 6= ∅.
Nénamoins nous pouvons énoner le résultat suivant :
Lemme 7.2. Nous avons
χp, l1,..., lm = χp, l′1,..., l′m ⇐⇒ χp, l1,..., lm ∩ χp, l′1,..., l′m 6= ∅
⇐⇒


li ≤ p⇒ li = l′i
li > p⇔ l′i > p
brl(l − l
′) = 0
où rl est l'entier ki si li > p (voir remarque 4).
Démonstration. Il est lair que
χp, l1,..., lm = χp, l′1,..., l′m =⇒ χp, l1,..., lm ∩ χp, l′1,..., l′m 6= ∅.
L'impliation
χp, l1,..., lm ∩ χp, l′1,..., l′m 6= ∅ =⇒


brl(l − l
′) = 0,
li ≤ p⇒ li = l′i
li > p⇔ l′i > p
déoule de la remarque faite à la n de la preuve de la proposition 5.1.
Fixons (l1, ..., lm) ∈ KerM et (l′1, ..., l
′
m) ∈ KerM . Supposons que nous ayons
brl(l − l
′) = 0, li ≤ p ⇒ li = l′i et que li > p ⇔ l
′
i > p. Supposons qu'il existe
un entier i pour lequel li > p. Dans le as ontraire les équivalenes sont triviales.
Soient h ∈ χp, l1,..., lm et h un ar égal à h modulo (t)
p+1
et dont haque omposante
xi est d'ordre li pour 1 ≤ i ≤ m. Nous avons don h(t) = (x1(t), ..., xm(t), z(t)) et
nous pouvons supposer, quitte à hanger les variables, que x1(t) = ... = xk(t) = 0
modulo (t)p+1, et que xk+1(t),..., xm(t) sont non nuls modulo (t)
p+1
('est-à-dire que
l1, ..., lk > p et lk+1, ..., lm ≤ p). Nous allons herher des x′i(t), ave ord(x
′
i(t)) = l
′
i
pour 1 ≤ i ≤ m, tels que
ξ(x1/n(t)) = ξ(x′1/n(t)).
Pour ela, il nous sut de poser x′i(t) = xi(t) pour tout i ompris entre k+1 et m,
et de voir que ela revient alors à trouver des x′i(t) tels que
(3) ξki(x
1/n(t)) + ξki+1(x
1/n(t)) + · · · = ξki(x
′1/n(t)) + · · · .
Il sut pour ela de trouver x′i,l′i
pour k+1 ≤ i ≤ m tels que
∏
i x
ai(ki)
i,li
=
∏
i x
′ai(ki)
i,l′i
e qui est toujours possible. Ensuite il sut de hoisir les x′i,k pour k > l
′
i e qui
est toujours possible ar les équations en les x′i,k, qui déoulent de l'annulation
des diérents termes de l'equation 3, forment un système triangulaire. Don h ∈
χp, l′1,..., l′m .

Exemple 7.3. Si pour tous i et j tels que i 6= j nous avons ai(1) + aj(1) ≥ 1,
alors l'union (1) préédente est disjointe.
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Nous allons alors noter :
Np, l1,..., lm := Card

Ker( bp, l1,..., lm)
⋂ ∏
i∈Ip, l
(Z∩]−∞, li − p[)


où Ip, l = {i1, ..., iq} est l'ensemble des indies i pour lesquels li > p et bp, l1,..., lm
est l'appliation linéaire
bp, l1,..., lm : Z
q −→ Z
(u1, ..., uq) 7−→ nai1(rl)u1 + · · ·+ naiq (rl)uq
D'après le lemme préédent, nous voyons que χp, l1,..., lm = χp, l′1,..., l′m si seulement
si (l1 − l′1, ..., lm − l
′
m) ∈ Ker( bp, l1,..., lm)
⋂∏
i∈Ip, l
(Z∩]−∞, li − p[).
La mesure motivique des p-tronations d'ars qui ne se relèvent pas en ars dont
l'une des oordonnées xi est nulle est alors égale à :
(4)

 ⋃
(l1,..., lm)∈D(m)p
χp, l1,..., lm

 = ∑
(l1,..., lm)∈D(m)p
[χp, l1,..., lm ]
Np, l1,..., lm
Exemple 7.4. Dans le as Z3 = XY , nous avons
N4, 5, 7 = Card
{
Ker (1, 1)
⋂
((Z∩]−∞, 1[)× (Z∩]−∞, 3[))
}
.
Cet ensemble est formé de trois points : le point (0, 0) orrespond à χ4, 5, 7, le point
(1, −1) orrespond à χ4, 6, 6 et le point (2, −2) orrespond à χ4, 7, 5. Et don le
ardinal de et ensemble vaut 3.
8. Étude des tronations d'ars pour lesquels un des xi(t) est nul
Ce terme orrespond aux tronations d'ars pour lesquels un des xi(t) est nul.
Nous allons exprimer le terme [X(a(1), ..., a(g))p,cn] en fontion de diérents termes
de la forme [pip(X(b(1), ..., b(i))∞)] pour i < g.
Rappelons que pour tout i ompris entre 1 et m, ki est le plus petit entier qui vérie
ai(ki) 6= 0 et que nous avons
1 = k1 = k2 = · · · = ki0 < ki0+1 ≤ ki0+2 ≤ · · · ≤ km ≤ g
Soit i ∈ {1, ..., m}. Que vaut [χp, l1,..., lm ] où li = +∞ et lj < +∞ pour j < i ?
Si i > i0 les xj pour j > i peuvent être hoisis quelonques et
[χp, l1,..., lm ] = L
p(m−i)[pip(X(a
i(1), ..., ai(ki − 1))∞)]
ave ai(j) = (a1(j), ..., aki−1(j)) pour 1 ≤ j ≤ ki − 1. Le germe de variété
X(ai(1), ..., ai(ki − 1)) n'est peut-être pas réduit mais il reste irrédutible ar ses
exposants aratéristiques sont onjugués.
Si i ≤ i0, les xj pour j 6= i peuvent être hoisis quelonques mais les xj pour j < i
doivent être non nuls don [χp, l1,..., lm ] = L
p(m−i) (Lp − 1)i−1.
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Nous avons don
[X(a(1), ..., a(g))p,cn] =
i0∑
i=1
Lp(m−i) (Lp − 1)i−1
+
m∑
i=i0+1
Lp(m−i)[pip(X(a
i(1), ..., ai(ki − 1))∞)],
(5)
et
(6) P tore
c
geom (a(1), ..., a(m))(T ) =
i0−1∑
i=0
i∑
j=0
Ci−ji (−1)
j
1− Lm−j−1T
+
m∑
i=i0+1
Pgeom,X(ai(1),..., ai(ki−1)),0(L
m−iT ).
En suivant le même raisonnement nous obtenons
χc(ϕp,cn(a(1), ..., a(m))) =
i0∑
i=1
Lp(m−i) (Lp − 1)i−1
+
m∑
i=i0+1
Lp(m−i)χc(ϕp(a
i(1), ..., ai(ki − 1))),
(7)
et
(8) P tore
c
arit (a(1), ..., a(m))(T ) =
i0−1∑
i=0
i∑
j=0
Ci−ji (−1)
j
1− Lm−j−1T
+
m∑
i=i0+1
Parit,X(ai(1),..., ai(ki−1)),0(L
m−iT ).
9. Résultat prinipal
Nous pouvons alors donner la forme générale des deux séries étudiées :
Théorème 9.1. Soit (X, 0) un germe d'hypersurfae irrédutible quasi-ordinaire
d'exposants aratéristiques a(1), ..., a(g). Nous avons alors les relations de réur-
rene suivantes
Pgeom,X(a(1),..., a(g)),0(T ) = (L− 1)
m
m∑
i=1
∑
p≥0
LpmT p
×
∑
(l1,..., lm)∈D0,i(m)p
L−
∑m
j=1 lj+max{li−bki (l), 0}+
+
m∑
q=1
m∑
i=1
(L− 1)m−q+1
∑
p≥0
(Lm−q+1T )p ×
∑
(l1,..., lm)∈Dq,i(m)p
L
−
∑
j /∈Ip, l
lj−bki (l)
Np, l1,..., lm
+
+
i0−1∑
i=0
i∑
j=0
Ci−ji (−1)
j
1− Lm−j−1T
+
m∑
i=i0+1
Pgeom,X(ai(1),..., ai(ki−1)),0(L
m−iT )
(9)
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Parit,X(a(1),..., a(g)),0(T ) = (L− 1)
m
g∑
k=0
nkl
n
m∑
i=1
∑
p≥0
LpmT p
×
∑
(l1,..., lm)∈D0,i(m)p
L−
∑m
j=1 lj+max{li−bki (l), 0}+
+
g∑
k=0
m∑
q=1
m∑
i=1
∑
I ⊂ {1, ..., m}
i ∈ I,#I = q
(L − 1)m−q+1
∑
p≥0
(Lm−q+1T )p×
×
∑
(l1,..., lm)∈Dq,i,I (m)p
1
n(i, Ip, l)
L
−
∑
j/∈Ip, l
lj−bki (l)
Np, l1,..., lm
+
+
i0−1∑
i=0
i∑
j=0
Ci−ji (−1)
j
1− Lm−j−1T
+
m∑
i=i0+1
Pgeom,X(ai(1),..., ai(ki−1)),0(L
m−iT )
(10)
où
D(m)p := {(l1, ..., lm) ∈ KerM / 0 < li ≤ p}
⋃( m⋃
i=1
{(l1, ..., lm) ∈ KerM / li > p, lj ≤ p, j = i+ 1, ...,m, bki(l) ≤ p} ∩ (N
∗)m
)
,
Ip, l est l'ensemble des indies j pour lesquels lj > p,
D0,i(m)p :=
{
l ∈ D(m)p \ lj ≤ p ∀j, li − bki(l) ≥ lj − bkj (l) ∀j 6= i
et li − bki(l) > lj − bkj (l) ∀j < i
}
,
Dq,i(m)p :=
{
l ∈ D(m)p \ li > p, Card(Ip,l) = q, li − bki(l) ≥ lj − bkj (l) ∀j 6= i
et li − bki(l) > lj − bkj (l) ∀j < i
}
.
Dq,i,I(m)p :=
{
l ∈ D(m)q,i(m)p \ Ip, l = I
}
,
et
M : Zm −→
(
Z
nZ
)g
(l1, ..., lm) 7−→ (n
∑
ai(1)li, ..., n
∑
ai(g)li)
10. Cas où les ai(1) ≥ 1 pour tout i
Dans e as beauoup de hoses peuvent être simpliées, et nous pouvons donner
une expression expliite de es deux séries. Tous les kj sont égaux à 1, et b1(l) ≥ lj
pour tout j, si lj > 0 pour tout j. En partiulier, si li > p, alors bki(l) > p et seul
le as C1 est à onsidérer ii. D'autre part e = 0. Nous avons
D(m)p = {(l1, ..., lm) ∈ KerM / 0 < li ≤ p} .
Notons
Ep :=
∑
(l1, ..., lm) ∈ KerM
0 < li ≤ p
L−
∑p
i=1 li
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et Fk,p :=
∑
(l1, ..., lm) ∈ KerM
0 < li ≤ p
bk(l) ≤ p
L−
∑p
i=1 li .
Nous avons alors
P toregeom(a(1), ..., a(m))(T ) = (L− 1)
m
∑
p≥0
Ep(L
mT )p
et
P torearit (a(1), ..., a(m))(T ) =
g−1∑
k=1
(L − 1)m
∑
p≥0
(LmT )p (Fk, p − Fk+1, p)
+(L− 1)m
∑
p≥0
(LmT )pFg, p + (L− 1)
m
∑
p≥0
(Ep − F1, p)(L
mT )p
= (L− 1)m
∑
p≥0
Ep(L
mT )p + (L− 1)m
g∑
k=1
(
nk − nk−1
n
)∑
p≥0
Fk,p(L
mT )p .
(11)
Pour aluler es séries, notons
Ep = Ep1,..., pm =
∑
(l1, ..., lm) ∈ KerM
0 < li ≤ pi
L−
∑p
i=1 li .
Nous avons alors le lemme suivant
Lemme 10.1. Nous avons pour tout n ≥ pk > 0, p > 0, k ≥ 0 :
(1)
Ep = Ep,..., p ,
(2)
Ep1,..., pj+kn,..., pm = Ep1,..., kn,..., pm + L
−knEp1,..., pj ,..., pm ,
(3)
Ep1,..., kn,..., pm =
1− L−kn
1− L−n
Ep1,..., n,..., pm ,
(4)
Ep1,..., pj+kn,..., pm =
1− L−kn
1− L−n
Ep1,..., n,..., pm + L
−knEp1,..., pj ,..., pm .
Notons Sm := {s : {1, ..., m} −→ {0, 1}m}. Pour tout s ∈ Sm, nous noterons |s| le
nombre d'éléments de {1, ..., m} d'image 1 par s. Nous avons alors
Ep+nk =
∑
s∈Sm
L
∑
i−kin(1−s(i))Ep1(1−s(1))+k1ns(1),..., pm(1−s(m))+kmns(m) .
En notant Ep,s = Ep(1−s(1))+ns(1),..., p(1−s(m))+ns(m), nous avons
Ep+nk =
∑
s∈Sm
(
L−kn − 1
L−n − 1
)|s|
L−kn(m−|s|)Ep,s .
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Démonstration. Le 1. déoule des dénitions.
Il faut tout d'abord remarquer que nous avons M(l1, ..., lm) = 0 si et seulement
si M(l1, ..., li + ln, ..., lm) = 0 pour tout i et tout l entier. Le 2. déoule alors de
l'égalité suivante :
Ep1,..., pj+kn,..., pm =
∑
(l1, ..., lm) ∈ KerM
0 < li ≤ pi i 6= j
0 < lj ≤ pj + kn
L
∑p
i=1 −li
=
∑
(l1, ..., lm) ∈ KerM
0 < li ≤ pi i 6= j
0 < lj ≤ kn
L
∑p
i=1 −li + L−kn
∑
(l1, ..., lm) ∈ KerM
0 < li ≤ pi
L
∑p
i=1−li .
Le 3. s'en déduit par réurrene et le 4. en ompilant 2. et 3.

Corollaire 10.2. Nous avons
∑
p≥0
Ep(L
mT )p =
n∑
p=1
∑
s∈Sm
(LmT )p
Ep,s
(L−n − 1)|s|
|s|∑
j=0
Cj|s|(−1)
j
1− (LjT )n
.
Démonstration. Nous avons∑
p≥0
Ep(L
mT )p =
n∑
p=1
∑
k≥0
(LmT )kn+pEp+kn
=
n∑
p=1
(LmT )p
∑
s∈Sm
∑
k≥0
(LmT )nk
(
L−kn − 1
L−n − 1
)|s|
L−kn(m−|s|)Ep,s .
Le résultat est alors diret en développant
(
L−kn−1
L−n−1
)|s|
et sommant sur k.

Pour aluler les séries où apparaissent les Fk,p nous pouvons remarquer omme
tous les ai(k) ≥ 1 que
Fk,p =
∑
(l1, ..., lm) ∈ KerM
0 < li
bk(l) ≤ p
L−
∑p
i=1 li .
Don nous avons∑
p ≥ 0
Fk,p(L
mT )p =
∑
p ≥ 0
∑
(l1, ..., lm) ∈ KerM
0 < li
bk(l) ≤ p
L−
∑p
i=1 li(LmT )p
=
∑
(l1, ..., lm) ∈ KerM
0 < li
∑
p ≥ bk(l)
L−
∑p
i=1 li(LmT )p
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=
∑
(l1, ..., lm) ∈ KerM
0 < li
L−
∑p
i=1 li(LmT )bk(l)
1− LmT
=
∑
ri ≥ 0
∑
(l1, ..., lm) ∈ KerM
0 < li ≤ n
L−
∑p
i=1 li(LmT )bk(l)
1− LmT
L−n
∑p
i=1 ri(LmT )nbk(r) .
Car (l1 + nr1, ..., lm + nrm) ∈ KerM ⇐⇒ (l1, ..., lm) ∈ KerM . Nous avons don∑
p ≥ 0
Fk,p(L
mT )p =
=
∑
(l1, ..., lm) ∈ KerM
0 < li ≤ n
L−
∑p
i=1 li(LmT )bk(l)
1− LmT
m∏
i=1
1
1− Ln(mai(k)−1)T nai(k)
.
Nous pouvons alors en déduire le
Théorème 10.3. Soit (X, 0) est un germe irrédutible à singularité quasi-ordinaire
tel que ai(1) ≥ 1 pour tout i ∈ {1, ...,m}. Alors nous avons
Pgeom,X,0(T ) =
m−1∑
i=0
i∑
j=0
Ci−ji (−1)
j
1− Lm−j−1T
+(L− 1)m
n∑
p=1
∑
s∈Sm
(LmT )p
Ep,s
(L−n − 1)|s|
|s|∑
j=0
Cj|s|(−1)
j
1− (LjT )n
,
(12)
Parit,X,0(T ) =
m−1∑
i=0
i∑
j=0
Ci−ji (−1)
j
1− Lm−j−1T
+
1
n
(L− 1)m
n∑
p=1
∑
s∈Sm
(LmT )p
Ep,s
(L−n − 1)|s|
|s|∑
j=0
Cj|s|(−1)
j
1− (LjT )n
+(L− 1)m
g∑
k=1
(
nk − nk−1
n
)
Hk
1− LmT
m∏
i=1
1
1− Ln(mai(k)−1)T nai(k)
(13)
où Ep,s et Ep,s sont dénis lemme 10.1 et
Hk :=
∑
(l1, ..., lm) ∈ KerM
0 < li ≤ n
L−
∑p
i=1 li(LmT )bk(l)
10.1. Exemples.
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10.1.1. Courbes planes. Considérons un germe de ourbe plane de aratéristique
(β0 = n, β1, ..., βg) [Z℄. Nous avons alors n = n, m = 1 et g = g. De plus
l ∈ KerM ⇐⇒ l ∈ nZ .
Nous obtenons alors
Pgeom,X,0(T ) =
1
1− T
+
L− 1
1− LT
T n
1− T n
et Parit,X,0(T ) =
1
1− T
+
L− 1
1− LT
g∑
k=0
(
nk − nk−1
n
)
Lβk−nT n
1− Lβk−nT n
.
On retrouve là le résultat de Denef et Loeser [DL2℄.
10.1.2. L'hypersurfae dénie par Z2−X3Y 3 = 0. Soit l'hypersurfae de C3 dénie
par Z2 −X3Y 3 = 0. La série frationnaire assoiée est ξ = X3/2Y 3/2. Dans e as
nous avons n = 2, m = 2, g = 1, n1 = 2 et
M : Z2 −→ Z2Z
(l1, l2) 7−→ 3l1 + 3l2
Nous avons
(l1, l2) ∈ Ker M ⇐⇒ l1 + l2 ∈
Z
2Z
.
Soit p ∈ {1, 2}, nous avons
E1,(0,0) = E1,(1,0) = E1,(0,1) = L
−2,
E2,(0,0) = E2,(0,1) = E2,(1,0) = E2,(1,1) = E1,(1,1) = L
−2 + L−4 .
D'où
(1 + L)2Pgeom,X,0(T ) =
−2L
1− T
+
(1 + L)2
1− LT
−
(1 − L)2
1 + LT
+
1 + L2
1− L2T
.
Dans e as, la série géométrique a 4 ples en T : 1, L−1, −L−1 et L−2.
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